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1 Introducao

1.1 A estatistica como ferramenta de estudo

Desde tempos muito remotos had um interesse, principalmente, por parte de instituicdes
governamentais, de obter informacBes sobre a populacdo, a respeito da acumulacdo de
riquezas, isso aplicado tanto a fins militares como para os interesses tributarios (Memodria,
José Maria Pompeu;, 2004).

Muitas aplicacfes designadas ao interesse de estudo da estatistica sdo do nosso
cotidiano. Entre estas aplicacbes temos os estudos meteoroldgicos, problemas de fila,

prospeccOes areas como transporte, energia, economia, biologia, astronomia.

De alguma maneira, 0s cursos de estatistica oferecidos em diversas universidades
deveriam ser similares em contetdo, porém a necessidade de poder proporcionar ao aluno um
curso de estatistica relacionado cada vez mais ao mercado de trabalho e as suas reais
necessidades profissionais, esses cursos diferenciam-se quanto aos métodos de ensino
aplicados. Contudo, a esséncia permeia sobre trés tdpicos bem experimentados em atividades

de pesquisa, as Estatisticas Descritivas, Probabilidades e Inferéncia Estatistica® (Figura 1).

Inferéncia
Estatistica

Estatisticas Probabilidades

descritivas

Figura 1 DivisOes essenciais para o estudo estatistico

! Segundo (MAGALHAES e LIMA, 2005) a estatistica pode ser subdividida em trés grandes éareas:
Estatistica Descritiva, Probabilidade e Inferéncia Estatistica.
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2 Estatisticas descritivas

2.1 Introducao a analise exploratoria de dados

A necessidade de evidenciar alguns fenbmenos constantes no dia-a-dia do ser humano
permitiu que, com o desenvolvimento de técnicas matematicas adequadas, pudessem
apresentar resultados satisfatorios e adequados para explicar esses fenémenos.

Diferentes areas tomam como necessarias o uso das ferramentas estatisticas para tentar
explicar suas atividades, pode-se citar: Biologia, Ciéncias Sociais, Engenharias, Ciéncias
Humanas, Tecnologia da Informacao.

Inda mais com a evolucédo constante do processamento de dados, no qual os estudos
estatisticos se enquadram. Atualmente, o uso intenso de computadores pessoais permite que
uma grande massa de dados seja analisada por qualquer operador. Entretanto, fica claro, que
um individuo ndo preparado para analisar e identificar as técnicas mais adequadas limita o
estudo a conclus@es sem sentido.

De maneira sucinta sdo areas que definem o inicio da pesquisa, em que se podem tirar
as primeiras conclusdes (Estatisticas descritivas), as tomadas de incerteza (probabilidade) e
modelagem, e a extrapolacdo de caracteristicas de uma pequena amostra para um grande
conjunto de dados (inferéncia estatistica).

A esse grande conjunto de dados denomina-se como populacdo. Uma pequena parte
da populacéo, ou seja, um subconjunto da populacéo serd chamado de amostra.

Exercicio 1. Para as situacbes descritas a seguir, identifique a populacdo e a amostra
correspondente. Discuta a validade do processo de inferéncia estatistica para cada um dos
casos (MAGALHAES e LIMA, 2005).

i Para avaliar a eficacia de uma campanha de vacinacdo no Estado de S&o Paulo,
200 mdes de recém nascidos, durante o primeiro semestre de um dado ano e em
uma dada maternidade em S&o Paulo, foram entrevistadas a respeito da ultima vez
em que vacinaram seus filhos.

ii. Uma amostra de sangue foi retirada de um paciente com suspeita de anemia.

iii. Para verificar a audiéncia de um programa de TV, 563 individuos foram
entrevistados por telefone com relacdo ao canal em que estavam sintonizados.

iv. A fim de avaliar a intencdo de voto para presidente dos brasileiros, 122 pessoas
foram entrevistadas em Brasilia.
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2.2 Organizacao de dados

Para a analise inicial de um conjunto de dados pode-se dizer que as ferramentas mais
utilizadas sdo: tabelas de freqiiéncias e graficos. Para exemplificar, sera utilizada a Tabela 1, a
qual apresenta os dados de um questionario feito junto a alunos de uma universidade®. Os

elementos abaixo sdo as caracteristicas requeridas no questionario.

Ao conjunto de informacgdes disponiveis formulado na execucdo do questionario
estudantil chamamos de tabela de dados brutos. Cada caracteristica respondida pelos

estudantes é denominada por variavel.

Id: identificacdo do aluno
Turma: turma a que o aluno foi alocado (A ou B)
Sexo: F se feminino, M se masculino
Idade: idade em anos
Alt: altura em metros
Peso: peso em quilogramas
Filhos: nimero de filhos na familia
Fuma: hébito de fumar, sim ou ndo
Toler: tolerancia ao cigarro: (I) indiferente, (P) incomoda pouco e (M) incomoda muito
Exerc: horas de atividade fisica, por semana
Cine: numero de vezes em que vai ao cinema por semana
OpCine: opinido a respeito das salas de cinema na cidade
(B) regular a boa e (M) muito boa
TV: horas gastas assistindo TV, por semana
OpTV: opinido a respeito da qualidade da programacéo na TV:
(R) ruim, (M) media, (B) boa e (N) néo sabe

2 Exercicio retirado de MAGALHAES e LIMA, 2005.



2.2.1 C(Classificagao de variaveis
Uma variavel pode ser classificada como:

variavel

I

Quantitativa Qualitativa

Discreta || Continua MNominal || Ordinal

Serd considerada uma variavel qualitativa quando os seus valores possiveis
representam atributos ou qualidades. Se a varidvel apresentar uma ordenacdo natural
(Exemplo: Opinido sobre as politicas governamentais no estado de Sdo Paulo: Muito Ruim ,
Regular, Boa, Excelente), essa varidvel sera classificada por qualitativa ordinal, caso
contrario, qualitativa nominal (Exemplo: Tipos de Cores produzidas por uma fabrica de tintas:
Azul, Amarela, Marrom, Preta, Vermelha, Lilas).

De outra maneira, sera considerada variavel quantitativa, se 0s seus valores possiveis
representam conjuntos numéricos. Se a varidvel representa um conjunto de valores
enumeraveis, entdo se denomina como variavel quantitativa discreta (Exemplo: nimero de
acidentes de trabalho, nimero de imperfeicGes em uma peca fabricada, nimero de chegadas e
saidas a um aeroporto). Caso, a variavel represente um conjunto de valores possiveis
proveniente de mensuracdo, entdo a varidvel € classificada como quantitativa continua
(Exemplo: volume ocupado por um liquido ou géas, extensdo de um depdsito, tempo decorrido

entre entregas de um produto, viscosidade de 6leo, pressdo).

Tabela 1 Informac8es de questionario estudantil — dados brutos

Id Turma Sexo Idade Alt Peso Filhos Fuma Toler Exerc Cine OpCine TV OpTV
1 A F 17 1,60 60,5 2 NAO P 0 1 B 16 R
2 A F 18 169 550 1 NAO M 0 1 B 7 R
3 A M 18 185 728 2 NAO P 5 2 M 15 R
4 A M 25 185809 2 NAO P 5 2 B 20 R
5 A F 19 1,58 55,0 1 NAO M 2 2 B 5 R
6 A M 19 1,76 600 3 NAO M 2 1 B 2 R
7 A F 20 160 580 1 NAO P 3 1 B 7 R
8 A F 18 1,64 47,0 1 SIM | 2 2 M 10 R
9 A F 18 162 578 3 NAO M 3 3 M 12 R
10 A F 17 164 580 2 NAO M 2 2 M 10 R
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Fonte 1 Magalhdes, M. N. e Lima, A. C. P., 2005.
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2.2.2 Tabelas de Freqiiéncias

Entre as possibilidades que existem para resumir os dados, a tabela de freqiiéncias € uma das
mais conhecidas. Nela estdo contidas informacdes a respeito da variavel em estudo: ou
representadas por n; (frequéncia simples) ou por f; (ou f, - frequéncia relativa) ou por fy
(frequéncia relativa acumulada). Esses valores de freqliéncias referem-se ao processo de
contagem sobre a varidvel que contém a caracteristica definida em cada linha da tabela.

E conveniente afirmar que cada tipo de variavel, classificada anteriormente (v. 2.2.1),
deve estar representado em uma tabela de freqiiéncias de maneira adequada.

Para variaveis qualitativas nominais (v. Tabela 2) s0 ha necessidade de inclusdo das
frequéncias simples e relativa. Ja para todas as outras variaveis, deve-se acrescentar a coluna
para a freqiiéncia relativa acumulada®.

Além disso, € importante tomar nota que o bom senso do avaliador é o que permitira
transformar uma tabela de dados brutos em uma tabela de frequéncias informativa.

Tabela 2 Exemplos de tabelas de freqiiéncias: Variavel Qualitativa e Quantitativa Discreta

Qualitativa Nominal Quantitativa Discreta ou
Qualitativa Ordinal

Sexo ni fi Idade ni| fi fac
F 37| 0,74 17 9 (018 0,18
M 13] 0,26 18 221 0,44 0,62
Total 50 1 19 71014 0,76
20 410,08 0,84

21 3 [ 0,06 0,90

22 0 [ 0,00 0,90

23 2 (0,04 0,94

24 1] 0,02 0,96

25 2 | 0,04 1,00

Total 50| 1 -

Um elemento importante para a construcdo de tabelas de frequéncias para variaveis
quantitativas continuas (v. Tabela 3) é a necessidade de construir intervalos de classe
convenientes, para isso, ha algumas regras praticas. A regra suficiente é o pesquisador
adequar seus dados a intervalos que sejam facilmente interpretados nas tabelas de frequéncias
construidas. Aléem disso, qualquer leitor deve conseguir identificar com facilidade o resumo
informativo que representa cada tabela.

Como regra bésica, se n é o tamanho da amostra, ou numero de valores da variavel em
estudo a quantidade k recomendada sera:

k=+n ou k=1+3,322«logn [A preferida é a qual for mais conveniente para o
estudo em questéo].

0T

® A freqiiéncia acumulada é interpretada como a freqiiéncia relativa quando sdo considerados intervalos da
varidvel em estudo.
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Em geral, o valor de k esta entre 5 e 8 intervalos de classe, as excec¢des sdo definidas
pelos analista de acordo com sua necessidade. Um exemplo disso é dado pela varidvel TV na
Tabela 3. Nesse caso, o tempo dividido em periodos de 6 em 6 horas torna-se conveniente para
compreensdo do analista. Além disso, hé intervalos de 12 horas no fim da mesma tabela de
frequéncias, e isso se deve a facilidade na interpretacéo dos dados.

Tabela 3 Exemplos de Tabelas de Freqliéncias: Variavel Quantitativa Continua

Quantitativa Continua Quantitativa Continua

Peso ni fi fac TV ni fi fac
40,0]-- 50,0 8 0,16 0,16 0]-- 6 14 0,28 0,28
50,0]--60,0| 22 0,44 0,6 6]-- 12 17 0,34 0,62
60,0]-- 70,0 8 0,16 0,76 12|-- 18 11 0,22 0,84
70,0]-- 80,0 6 0,12 0,88 18|-- 24 4 0,08 0,92
80,0]-- 90,0 5 0,1 0,98 24|-- 36 4 0,08 1
90,0-- 100,0] 1 0,02 1 Total 50 1 -

Total 50 1 -

2.2.3 Ferramentas Graficas
Outra ferramenta bem conhecida é a ferramenta gréfica, a qual, se bem utilizada, pode resumir
muito bem um conjunto de dados.

Para esses cursos de estatistica serdo apresentados alguns tipos de graficos: Grafico
Circular, Gréfico de Barras, Gréafico de Dispersdo, Grafico de linhas (ou de tendéncia),
Histograma e Box-plot.

Assim como, para as tabelas de frequéncias, as ferramentas graficas dependem
sensivelmente da habilidade, coeréncia e bom senso do analista.

I. Grdfico Circular ou “Pizza”

O gréfico circular representa, em geral, uma variavel qualitativa (ou quando
associada a uma varidvel quantitativa). Cada elemento chamado setor circular que comp&em o
grafico circular representa uma caracteristica diferente. Essa caracteristica pode ser
representada, ou pela freqiiéncia relativa, ou pela frequéncia simples. Ha casos no cotidiano
em que o gréafico circular pode representar como exemplos: valores monetarios, parcela de
contribuico por certa regido do pais, quantidade de venda por funcionérios.

Como exemplo utilizou-se o questionario anterior (v. Tabela 1) e construiu-se o
gréafico circular para a variavel Toler — tolerancia ao cigarro (v. Figura 2):
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Figura 2 Grafico Circular: Toleréncia ao cigarro (v. Tabela 1)

il. Grdfico de Barras (vertical ou horizontal)

O grafico de barras representa, em geral, uma variavel qualitativa Ordinal, ou
quantitativa discreta. E claro, que apenas nos casos em que for conveniente e que a
informacdo apresentada ndo gere duvidas para o proprio analista ou outra pessoa.

Em seus eixos coordenados devem-se representar os valores da variavel estudada na
abscissa (eixo x) e sua freqiiéncia relativa, ou frequiéncia simples na ordenada (eixo y). Com
excecdo, se for conveniente para o analista trocar as variaveis para facilitar a leitura e
interpretacéo.

25

20

15
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17

.l B Ill B o= W
18 19 20 21 22 23 24 25

Figura 3 Grafico de Barras: Idade (v. Tabela 1)
ifi. Grdfico de Dispersdo

O gréfico de dispersdo representa a associagdo entre duas variaveis quantitativas. Em
geral, esse tipo de gréfico esta relacionado & variavel tempo (minuto, segundo, hora, dias,
meses, anos, séculos). E de fécil interpretacdo, principalmente se o interesse é identificar
se ha alguma nuvem de pontos evidente entre o conjunto de dados ou se permite definir
alguma tendéncia no grafico.
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iv. Grdfico de linhas (ou de tendéncia)

O gréfico de linhas ou de tendéncia representa a associacdo entre duas variaveis
quantitativas. Assim, como o grafico de dispersao, pode definir ao longo de um periodo a
existéncia (ou ndo) de tendéncia da variavel estudada.
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y =739,3x3 - 1145,x2 + 689,2x - 48,67
R*=0,986

V. Histograma

O histograma é um tipo de grafico que é muitas vezes chamado de grafico de barras,
porém ha distingdo entre os dois tipos de graficos e pode ser mais bem entendida:

Um gréafico de barras associa os valores de uma variavel a sua freqiiéncia
relativa, isto é, um eixo cartesiano (abscissa) € composto por valores da
variavel estudada e o outro (ordenada) pela freqliéncia relativa, ou freqiiéncia
simples. Para esse grafico ndo ha necessidade da varidvel ser tratada em
intervalos de classes, observe o0 exemplo da Figura 3, e sua area nao representa
significado. A sua analogia basica ao histograma diz respeito a sua forma que
pode ser a mesma apresentada em um histograma. =




Vi.

e De outra forma, o histograma relaciona a area sobre um de seus intervalos de
classe ao valor de sua frequiéncia relativa, ou seja, a altura de cada retangulo
nao sera representada pela frequéncia relativa e, sim, por um valor chamado

densidade.

Veja o0 exemplo:
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Figura 4 Exemplo de um retangulo em um histograma
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Logo, para sua construgdo tomamos como base o valor da sua densidade:

d(densidade) =

Box plot

O Box plot é um tipo de grafico muito Gtil para representar a dispersdo de um
conjunto de dados. A variavel estudada deve ser numérica, ou seja, quantitativa Discreta
ou Continua. Além disso, o Box plot apresenta medidas de tendéncia central importantes
para resumir um conjunto de dados ou explicar as caracteristicas de uma variavel, como
exemplo, temos os valores quartis.

E importante observar que esse tipo de grafico sé sera construido se a variavel for
Continua, ou ainda, se a variavel for Discreta e tratada através do uso de intervalos de

classe.

Amplitude do intervalo b

freqiéncia relativa (no intervalo) __ fr

—-a




Para construir um Box plot deve-se tomar como referéncia esses elementos:
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Figura 6 Vendas diarias de uma empresa

e Q;=a +%2 [Q1 = 25%; Q, = 50%; Q3 = 75%]
e Limite Superior = Q5 + 1,5(Q5 — Q,)
e Limite Inferior = Q; — 1,5(Q3 — Q,)
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3 Medidas Resumo

3.1 Introducao

As medidas resumo pertencem ao grupo de ferramentas matematicas que permitem
caracterizar um conjunto de dados sob ponto de vista da tendéncia central ou da dispersao dos
dados estudados. Isso quer dizer, sdo ferramentas que exibem a relacdo existente entre os
dados coletados em uma pesquisa estatistica e pode ser mais bem explicada — pelo analista —
com o conhecimento do ambiente de andlise e das diferentes perturbacdes que podem alterar o
comportamento das caracteristicas estudadas tais como: Equipamentos, Métodos de trabalho,
InterpretacOes na leitura de medigdes, Alteragdes ambientais, Recursos econdémicos e aspectos
fisicos limitados. As ferramentas selecionadas para representar essas técnicas sdo: Média,
Moda, Mediana, Variancia, Amplitude, Desvio Padrdo, Erro padrdo, Assimetria, Curtose,
Coeficiente de variacdo. E, aqui serdo caracterizadas segundo as suas aplicacdes possiveis e

discutidas quando s&o mal utilizadas em uma analise estatistica.

3.2 Medidas de Posicao

A teoria estatistica permite que muitas decisdes, sobre eventos do cotidiano, sejam
tomadas em comparacao a situagdes simples em que todos podem presenciar.

Exemplo 3.1: Cologue-se em uma fila de espera (em agéncias bancéarias, em campos de
futebol, em um Shopping Center, em estacionamentos, em agéncias publicas de atendimento)
— € possivel que todos tenham alguma nocdo do tempo que podera aguardar até serem
atendidos, alguns podem ser otimistas, outras pessoas nem tanto. Certamente, ndo ha em
nenhuma hipétese um quadro de resultados de espera disponivel, ou mesmo um gréfico
informando, conforme o horéario de chegada na fila, que indique o tempo previsto para ser
atendido. Para isso, justifica-se o uso de ferramentas que possam resumir e em muitas vezes
coincide com o conhecimento pratico observado por todos que sdo submetidos a essas

situacoes.

3.2.1 Média

A média é uma das ferramentas mais utilizadas na anélise estatistica, em muitos casos, =

A
@)

confundida com os conceitos de mediana e moda. A média é definida como a soma de todos =




os elementos do conjunto de dados avaliados dividido pelo nimero total de observagdes. Em
termos praticos, a média é o valor esperado para um conjunto de dados, ou ainda, se hd um
elemento que pode substituir e representar o conjunto amostral, ele entdo sera dado pela

média.

Observacdo: Geralmente, é uma ferramenta que é mal interpretada, em funcdo da conclusao
errdnea de que o elemento central é dado pela média. Um cuidado com as conclusdes sobre o0s
efeitos causados pelo uso incorreto do valor medio deve ser considerado crucial na analise

estatistica.

3.2.2 Quartis

Os elementos quartis representam valores de ordem definidos por 25%, 50% ou 75%. Eles
assumem valores de posicdo dados por:

Q1 =1° Quartil = Maior valor entre os 25% menores valores do conjunto de dados.
Q2 = 2° Quartil = Maior valor entre os 50% menores valores do conjunto de dados (Mediana).
Q3= 3° Quartil = Maior valor entre os 75% menores valores do conjunto de dados.

O significado de um elemento quartil é dado principalmente pela nogdo de dispersdo
dos dados.

e Se esses valores sdo préximos significa pouca dispersdo entre os valores centrais.

e [Q;3—0Q,=0Q,— Q4] SeQ;—0Q,éigual aQ, — Q, entdo se pode afirmar que ha uma
simetria entre os valores centrais da variavel estudada.

e [Q;—0Q,#* Q,— Q4] Se Q; — Q, é diferente de Q, — Q, entdo se pode afirmar que
h& um deslocamento dos valores da variavel, sempre com tendéncia a uma maior
dispersdo onde a diferenca entre Q; — Q;,i = 2,3 e j = 1,2 € maior.

3.2.3 Moda

A moda é uma ferramenta que representa o elemento mais freqiiente no conjunto de dados.
Em muitos casos, a moda pode ser representada por mais de um elemento, se isso representar
dois casos mais frequentes do que outro, diz-se que 0 conjunto apresenta dois valores de

moda, ou seja, 0 conjunto € bimodal. Se ha mais elementos na mesma situacdo, diz-se um

S



conjunto multimodal. Na situacdo em que ndo ha um elemento mais frequente diz-se que o

conjunto é amodal.

Exemplo: Foi observado o nimero de pecas defeituosas em 20 lotes (com 100 pecas
cada) na producdo de pecas automotivas. Considerou-se que X representa 0 numero de pegas

com algum tipo de imperfeicao e construiu-se a seguinte tabela:

X N | fr | fac
12 1 {0,05]|0,05
13 7 10,35|0,40
14 8 | 0,40 | 0,80
15 4 1020 1
Total [20| 1 -

Nesse caso, a moda € igual a 14 — a maior freqliéncia de ocorréncias de defeitos nesses
lotes foi igual a 14 — ou seja, oito lotes dos vintes selecionados apresentam 14 pecas com

algum tipo de imperfeicéo.

3.2.4 Mediana

A mediana representa o elemento que ocupa a posigdo central dos dados ordenados (rol). E
também, conhecida como segundo quartil (Qy), isto é, o maior valor dos 50% menores
valores, ou ainda, o menor valor dos 50% maiores valores. Quando o conjunto de dados

representa uma variavel quantitativa discreta entdo a mediana sera determinada por:

Xn+1, sen éimpar
Md = 2 ,
x%H, senépar

Caso a variavel estudada seja quantitativa continua entdo a mediana sera definida pelo valor
de Q2 (2° Quartil).




3.3 Medidas de Dispersao

3.3.1 Amplitude

A amplitude é definida pela diferencga entre o valor maximo e o valor minimo do conjunto de
dados avaliados.
A= Xmiximo = Xminimo

O uso dessa ferramenta permite que o analista perceba a dispersdo dos dados de maneira
simples, porém é uma ferramenta que ndo define a relagdo existente entre os diferentes

valores. Para isso insere-se o calculo da variancia e do desvio padrao.

3.3.2 Variancia

A variancia populacional, de maneira simples, é definida como a média das distancias entre

cada observacio em relacdo & média. E definida por:

n

n
n AV
=1 (X — X) =
Var(X) = =—— = ) fry*x(x)*—x?
i=1
Observacdo: Cuidado com o uso do valor da variancia, afinal o valor fisico dos seus
resultados é sempre diferente da unidade fisica das observagdes.

3.3.3 Desvio Padrao populacional

O desvio padrdo (o) é o elemento importante para definicdo da relacdo existente entre os
diferentes valores em um conjunto de dados. Ele permite que a discussdo sobre a variabilidade
dos dados ocorra na unidade em que os dados séo apresentados, assim os termos relacionados

ao desvio do conjunto de dados em relagdo a média sera dado pelo valor de o.

o = Var(X)

Observacéo: Um resultado importante para o uso de o € a relagédo existente entre o conjunto

de dados e o valor da média:

W




e Se 0s valores estdo a um desvio padrao distantes da média, entdo se pode afirmar que a
incerteza em torno da média esta em 68,26%.

e Se 0s valores estdo a dois desvios padrdes distantes da média, entdo se pode afirmar
que a incerteza em torno da media esta em 95,45%. Esse valor é muito aplicado em

estudos sobre varidveis quantitativas continuas, especialmente, as mensuraveis.

3.3.4 Curtose

3.3.5 Assimetria

3.3.6 Coeficiente de variacao

O coeficiente de variacdo é o valor encontrado pela divisdo do desvio padrdo (amostral ou
populacional) pela sua média. Esse valor permite uma medida comparativa entre duas ou mais
distribuicbes. A distribuicdo que apresentar o menor valor de CV é a que possui menor

dispersao entre os seus valores.

Exemplo: Os retornos mensais dos investimentos A e B durante os Ultimos seis meses estdo

apresentadas na tabela seguinte. Qual dos dois investimentos apresentou maior dispersdo?

A B A B
5% 6% Média 9,33% 7.17%
9% 7% Desvio Padrdao 0,037 0,012

15% 9% CcVv 0,399 0,163
12% 7%
9% 6%
6% 8%

Dai, conclui-se que o investimento A apresenta maior variabilidade do que B.

3.3.7 Teorema de Tchebyschev

Para qualquer grupo de valores de uma amostra ou populagéo, a propor¢do minima de valores

. ~ , 4 s . 1
que se encontram dentro de k desvios padrdes ao redor da média é pelo menos igual a 1 — et

sendo k uma constante maior que um.
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4 Analise combinatoria

4.1.1 Principio basico de contagem

Suponha que dois experimentos sejam executados. Entdo, se 0 primeiro experimento pode
ocorrer em alguma de m possibilidades e, se para cada resultado do experimento 1 existem n
possibilidades de ocorréncias do segundo experimento, entdo existem, quando ocorrem

juntos, m = n possibilidades dos dois experimentos ocorrerem.

Exemplo 4.1. Uma pequena comunidade possui 10 mulheres, cada qual possui trés filhos. Se
uma mulher ¢ uma de suas criangas sdo escolhidas como “mae e filho do ano”. Quantas

possibilidades de escolhas diferentes existem?

10 * 3 = 30 possibilidades distintas

4.1.2 Principio basico de contagem generalizado

Se existirem k procedimentos sendo executados e o i-ésimo procedimento puder ser executado
de n; maneiras, i = 1,2, 3, ..., k, entdo o procedimento formado pelo procedimento k podera

ser executado de n; * n, * ... * n; maneiras.

Exemplo 2. Um comité escolar consiste de trés novatos, quatro do 2° semestre, cinco do 3°
semestre e dois do 4° semestre. Um subcomité de quatro elementos, consistindo de um

elemento de cada semestre é escolhido. Quantos subcomités diferentes podem ser formados?
3*x4%5x2 =120 possibilidades diferentes

Exemplo 3. Quantas placas de carro sdo possiveis existir, quando ha sete posicoes, das quais

as trés primeiras sdo letras e as quatro ultimas sdo nimeros?
26 x 26 x 26 * 10 * 10 * 10 * 10 = 175.760.000

Exemplo 4. Se, no Exemplo 3, ndo pudéssemos repetir as letras e 0s nimeros quantas

possibilidades existiriam?

262524 x10x9x8x7 = 78.624.000

4.1.3 Permutacido

Quantos arranjos ordenados diferentes podem ser formados com as letras a, b, ¢?

ABC, ACB, CAB, BAC, BCA, CAB, CBA

e




Cada arranjo desses é conhecido por permutacdo. Entdo, para trés elementos tém-se seis
possibilidades. Suponha um arranjo ordenado formado por n objetos, nesse caso havera

nx(n—1)«(n—2)*..x3*2*1 = n!permutacdes diferentes dos n objetos.

Exemplo 5. Quantas sdo as possibilidades diferentes para organizar um time de baseball, o

qual consiste de nove jogadores?
9x8*7+x6x5x4%x3+x2x1=09!
Exemplo 6. Quantos anagramas podem ser formados com as letras:

n!

ny! xnylxngl* LLoxny!

«  PARALELOGRAMO —2. _ —129.729.600

31x21%21%21

«  MULTIVARIADA % = 39.916.800

. ESTATISTICAMENTE —— = 18.162.144.000

31%21%41%21%21

4.1.4 Combinaciao
ol=1'=1

M- L=

“ (n = R)tk! sen<k,(§)=0

E, a combinacdo acima representa o nimero de possibilidades para formar diferentes grupos
de tamanho k selecionados a partir de um conjunto com n objetos quando a ordem de selecéo

ndo é relevante.

Exemplo 7. Quantos subconjuntos distintos com cinco pessoas podem ser formados a partir

de um grupo com 40 pessoas?

(40) 40! 40! 40+ 39 % 38 % 37 % 36 * 35! 40 % 39 % 38 x 37 36

5)7 (40 —5)1#5 350%5! TP = riaao.T = 658008
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5 Probabilidades

Algumas ocorréncias de nosso cotidiano de certos fenbmenos naturais ndo podem ser
previstos antecipadamente. H& nessas ocorréncias o interesse em estudar a intensidade de
chuvas em uma determinada regido do pais, durante o verdo; ocorréncias de acidentes de
trabalho, execucdo de manutenc@es corretivas, estimativas de crescimento econémico, indices
sociais. Como também podemos citar a previsao do tempo de vida atil de equipamentos, dos
quais inserimos algumas medidas de incerteza para caracterizar estes eventos. A estes
fendmenos cujos resultados ndo podem ser previstos com total precisdo, chamamos de

fendmenos aleatorios.

5.1 Teoria de conjuntos

Espago Amostral e Eventos

v" Ao conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento sera chamado de
espaco amostral do experimento e, € comumente denotado por S ou 2.

v’ Para qualquer subconjunto de Q denominaremos como evento e representaremos por E.
Exemplo:
I.  Quando apresentamos as possibilidades de sexo de uma crianga ao nascer:
Q = {Masculino, Feminino}

ii.  Quando langamos uma moeda e apresentamos as suas possibilidades de
ocorréncias:

Q = {Cara, Coroa}
Exercicio:

1. Para cada um dos casos a seguir, escreva 0 espaco amostral correspondente e conte
seus elementos:

a. Uma moeda é lancada duas vezes e observam-se as faces obtidas.
R. {(K, K), (K, C), (C, K), (C, C)}

b. Uma urna contém 10 bolas azuis e 10 vermelhas com dimensdes rigorosamente iguais.
Trés bolas séo selecionadas ao acaso com reposicao e as cores sdo anotadas.

R. {(A A A), (A A V), (A V,A), (V,A A), (A V,V), (V,A V), (V,V,A),(V,V,V)}

c. Dois dados séo lancados simultaneamente e estamos interessados na soma das faces
observadas.

R.{2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}

7/\
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Observacoes:

v/ Chamamos o conjunto ¢ de conjunto vazio, ou seja, 0 conjunto que nao apresenta
nenhum elemento contido nele.

v Chamamos 0 evento E¢de evento complementar, formado por todos os elementos, se
existirem, que ndo pertencem ao evento E.

v’ Para quaisquer dois eventos E e F pertencentes a um mesmo espaco amostral Q, entdo
definiremos o0 evento £ U F como a unido de E e F a qual consiste de todos os
elementos que estdo ou em F ou em E ou em ambos 0s conjuntos.

v ENF éaintersecdo de E e F, que consiste dos resultados que estdo em E e em F (ao
mesmo tempo).

v ENF = @, entdo E e F sdo ditos ser eventos mutuamente exclusivos, ou disjuntos.
Algumas identidades entre conjuntos:

a. EUEC=Q e. (EUFUG=EU(FUQG)
b. ENE¢=¢ f. ENF)NG=En(FNG)
c. EUF=FUE g (EUF)NG=(ENGUFNG)
d ENF=FNE h. ENFHUG=(EUG) N(FUG)
Leis de De Morgan
ﬂEiC=[UEi]C
i=1 i=1
UEiC=[ﬂEi]C
i=1 i=1
Axiomas®* de probabilidade
n(E
IP’[E]=limQ
n—-oo n

Isso quer dizer, quando o nimero de casos possiveis de um evento E sobre o nimero total de

possibilidades tende a um valor constante, entdo chamaremos de Probabilidade do evento E. Para

&~ Axioma 1: 0<P[E]<1
&~ Axioma 2: P[Q] =1

¢~ Axioma 3: Para uma sequiéncia de eventos mutuamente exclusivos E;, Ey, Es, ... (Isto é,
eventos tais que E£; N E; = @, Vi # j) temos

oo (o]
Pl = 2, P
i=1 i=1
* axioma (a-cssi ou ss) . m. Proposicdo t&o evidente que nio precisa ser demonstrada. @‘“




®~ Proposicdo 1: P[E‘] = 17 P[E]
EUEC=0 o P[EVES]=Pl0]=1o

E e E€ sdo eventos mutuamente exclusivos.Logo, P[E U E¢] = P[E] + P[E¢] = 1.

¥ Proposi¢do 2: Se E c F, entdo P[E] < P[F]
¢~ Proposi¢do 3: P[E U F] = P[E] + P[F] z P[ENF]

Probabilidade condicional e independéncia

P[ENF]
P[F]

& Definicéo 1: Se P[F] > 0 entdo P[E|F] =

&~ Definicdo 2: Se E e F sdo eventos independentes entdo IP[E N F] = P[E] = P[F].

¥~ Observacao: Deste resultado temos que se E e F sdo independentes tem-se que:

_P[EnF] PIE]«P[F] _
P[E|F] = PIFT -~ PIF] = P[F]

Exercicios resolvidos:

1. Sejam A e B dois eventos em um dado espago amostral, tais que P[A] = 0,2, P[B] = p,
P[AUB] =0,5¢eP[An B] = 0,1. Determine o valor de p.

Solucdo. Para determinar o valor de p deve-se tomar como base a proposicdo 3 definida

anteriormente.
Logo, P[AUB] = P[A] + P[B] z P[A n B] pode ser reescrita por:
05=02+p—-01e05=01+p ©p=05—01=04.

2. Uma universidade tem 10 mil alunos dos quais 4 mil séo considerados esportistas. Temos, ainda,
que 500 sdo alunos do curso de biologia diurno, 700 da biologia noturno, 100 sdo esportistas e da
biologia diurno e 200 sdo esportistas e da biologia noturno. Um aluno é escolhido, ao acaso, e

pergunta-se a probabilidade de:

a) Ser esportista.

b) Ser esportista e aluno da biologia noturno.
c) Nao ser da biologia.

d) Ser esportista ou aluno da biologia. RT



e) Nao ser esportista, nem aluno da biologia.
Solugdo. Do texto proposto pode-se construir a tabela abaixo para facilitar o entendimento das informacdes.
Para isso observa-se que algumas informacdes destacadas partiram do texto e as outras sdo subentendidas®.
Um detalhe importante para construir a tabela é notar que duas caracteristicas dos alunos estéo cruzadas, a
primeira se 0 aluno é da Biologia Diurno, ou da Biologia Noturno ou de outros cursos e, a segunda, colocada
sobre Esportistas ou Nao esportistas.

E (esportista) | E© (ndo esportista) | Total
Bn (Biologia Diurno) 100 400 500
Bp (Biologia Noturno) 200 500 700
B (Outros cursos) 3.700 5.100 8.800
Total 4.000 6.000 10.000
Assim, as solugdes dos itens ocorrem de maneira mais simples.
a P[E] =B = 200 _ gy

n(Total) ~ 10000
n(ENBy) _ 100

b. P[E e By] = P[E N By] = 72000 = -8 = 0,01
C
c. P[BC]=—2B) _ 889 _ gg
n(Total) 10000

d. P[E ouB] = P[E UB] = P[E] + P[B] + P[E N B] = =X 4 1209 _ 399 _ 2999
10000 10000 10000 10000

e. P[ECe B€] = IP’[EC nBC] = 15010"0"0 0,51 ou ainda, P[E€ n B€] = P[(EUB)‘] =1 —

P[EUB]=1- -2 =1-0,49 =0,51.
10000

3. Dois dados equilibrados sao lancados. Calcule a probabilidade de:
a.  Obter o par (3,4), sabendo-se que ocorreu face impar no primeiro dado.
b.  Ocorrer face impar no segundo dado, sabendo-se que ocorreu face par no primeiro dado.

Solucdo. Se no langamento de dois dados pode-se associar 0s pares (Face que ocorre no dado 1; Face que
ocorre no dado 2) entdo podemos construir o espago amostral abaixo:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4 (15 (1,6)
(21) (22) (23) (24) (25 (26)
31 (32) (33 B34 35 @36
41 (42 43) 44 45 (e
51 G2) (5,3) (54 (55 (5.6)
1(6,1) (6,2) (6,3) (64) (6,5 (6,6).

Com isso, a solucdo deste exercicio € facilitada pela observacdo do espago amostral anterior.

P(ANB)
P(B)

0 conjunto onde ocorre o par (3,4) e B € o conjunto onde ocorre face impar no primeiro dado.

a. P(Obter o par (3,4)|Ocorreu face impar no primeiro dado) = P(4|B) = ,onde A ¢

Por definicdo, a probabilidade condicionada a ocorréncia do evento B é dada pela diviséo

> Subentendido s. m.O que se tem no pensamento, mas que néo foi expresso. D§ )
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n(AnB)

1
P(ANB) . P(ANB) n(Total) 36 1 36 1 ~
= = = = e = — % — = —
P(A|B) Ok assim, P(A|B) ) (,Tl(,? n P TR Uma observacédo
ntota

importante ¢ verificar que a condi¢do ¢é evidenciada pelo termo “sabendo-s e @ qual também
poderascr‘dado queo OouG@rROSto que

b. P(Ocorrer face impar no segundo dado|Ocorreu face par no primeiro dado) = P(A|B) =

n(AnB) 9
P(ANB 36 9 36 9 1 . x
“ns) _ ol — 3¢ = — x> = — =- Da mesma forma, os conjuntos A e B estdo bem
P(B) (’; 2D Ie 36 18 18 2
n(rota

definidos. Logo, basta a contagem do nimero de elementos que apresentam a caracteristica
requerida, neste caso, n(AnB) = nimero de elementos no espaco amostral que apresentam
Face impar no segundo dado e Face par no primeiro dado. n(B) = nimero de elementos no
espaco amostral que apresentam Face par no primeiro dado.
4. Em um bairro existem trés empresas de TV a cabo e 20 mil residéncias. A empresa TA tem 2100
assinantes, a TB tem 1850 e a empresa TC tem 2600 assinantes, sendo que algumas residéncias em
condominios subscrevem aos servigos de mais de uma empresa. Assim, temos 420 residéncias que
sdo assinantes de TA e TB, 120 de TA e TC, 180 de TB e TC e 30 que sdo assinantes das trés
empresas. Se uma residéncia desse bairro é sorteada ao acaso, qual é a probabilidade de?
a.  Serassinante somente da empresa TA?
b.  Assinar pelo menos uma delas?

C. Néao ter TV a cabo?

Solucdo. Se o bairro possui 20 mil residéncias entdo n(€2) = 20.000. Desta forma, pode-se dizer que a
construcao do espaco amostral é dada pelo diagrama de Venn a seguir.

ve}
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Assim temos:

a. Para uma residéncia escolhida ao acaso nesse bairro temos que 1590 residéncias sdo
1590 795

20.000  10.000

assinantes apenas da empresa TA, logo P(Assinar somente TA) =

0,0795 = 7,95%.
b. Para que uma residéncia escolhida ao acaso seja assinante de pelo menos uma das empresas,
TA ou TB ou TC fazemos: P(TAouTBouTC) =P(TAUTBUTC) =P(TA) + P(TB) +

P(TC) — P(TANTB) = P(TANTC) = P(TBNTC) + P(TANTB N TC) = 1 +
1850 | 2600 _ 420 _ 120 _ 180 30 _ 5860 _ 2930 _ ;593 — 29304 ou de

20000 20000 20000 20000 20000 20000 20000 10000
maneira mais simples, observamos o Diagrama de Venn construido e contamos quantas

residéncias formam a unido dos trés conjuntos.

c. No item b observamos o0s assinantes desse bairro, logo se procuramos 0s ndo assinantes
devemos apenas utilizar o teorema do evento complementar assim:
P(Nio Assinante de nenhuma empresa) = P(TA nTB* nTC®) = P[(TAUTB U
TC)’]=1—-P(TAUTBUTC)=1-0,293 =0,707 = 70,7%.

6 Modelos de probabilidade

6.1 Variavel aleatoria

Definicdo: Sejam Uum experimento e S um espago amostral associado ao experimento. Uma funcéo X, que

associe a cada seS um namero real, X(s), é denominada variavel aleatoria.

Exemplo 1: No langamento independente de duas moedas obtemos as faces: S = {(Cara, Cara), (Cara, Coroa),
(Coroa, Cara), (Coroa, Coroa)}. Nesse caso, pode-se afirmar que o nimero de caras X associado a cada

experimento seS, deve ser considerado um X(s) = {2, 1, 1, 0}.

6.2 Variavel aleatoria discreta

Defini¢do: Seja X uma variavel aleatoria. Se o nimero de valores possiveis de X for finito ou infinito
numeravel, denominar-se-a4 X como variavel aleatéria discreta. Isto é, os valores possiveis de X, podem ser

colocados em listas como Xy, Xz, X3,..., Xn.

Definicdo: Se X é uma varidvel aleatéria discreta entdo, a cada valor possivel de x;, associaremos um namero

p(x;) = P[X = x;], denominado probabilidade de x;. Esses valores devem satisfazer as seguintes condi¢es:

a. p(x)) =0,Vi




b. X2 p(x) =1

A funcéo p, definida anteriormente, € denominada funcé@o de probabilidade da variavel aleatdria X.
A colecdo de pares (X, p(xi)) € denominada distribuicdo de probabilidade.

6.3 Variavel aleatodria continua

Defini¢ao: Diz-se que X é uma variavel aleatdria continua, se existir uma funcdo f, denominada funcéo
densidade de probabilidade (f.d.p.) de X que satisfaca as seguintes condi¢des:

a. f(x)=0,vx,

b. ff:f(x)dx =1

c. Para quaisquera,b,com — o < a < b < 4o, implica que P(a <X <b) = f; f()dx

6.3.1 Funcao distribuicio Acumulada

Definicdo: Seja X uma varidvel aleatoria, discreta ou continua. Define-se a fungdo F como a fungdo
distribuicdo acumulada da variavel aleatéria X como:

F(x) =P(X <x)

)
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7 Principais modelos discretos de probabilidade
7.1 Modelo Uniforme Discreto

Seja X uma variavel aleatoria cujos valores possiveis sdo representados por Xi, Xz, Xs,..., Xk. Diz-se que X
segue o modelo Uniforme Discreto se atribui a mesma probabilidade 1/k a cada um desses k valores, isto é,

sua funcéo de probabilidade é dada por
1
P(X=X)=-,¥=12..k

Exemplo 2. Uma rifa tem 100 bilhetes numerados de 1 a 100. Tenho cinco bilhetes consecutivos numerados
de 21 a 25, e meu colega tem outros cinco bilhetes, com os numeros 1, 11, 29, 68 e 93. Quem tem a maior

possibilidade de ser sorteado?

Solucdo. Pela defini¢do acima ocorre que todos o0s 100 bilhetes do sorteio apresentam a mesma probabilidade

de serem sorteados, P[X = x;] = oo VK =123,...,100 . Se ambos os individuos apresentam o mesmo
namero de bilhetes, logo a probabilidade de serem sorteados é a mesma P[21 < X < 25| = Z] 2,1 P[x =

) = 7o € PIX = x1] + PIX = x11] + P[X = x9] + P[X = xgg] + P[X = x3] = -

Exemplo 3. Sendo X uma varidvel seguindo o modelo Uniforme Discreto, com valores no conjunto {1, 2, 3,
., 10}, pergunta-se:

o
'@

[X>7]=P[X =7]+P[X = 8] + P[X = 9] + P[X = 10] = —

[B<X<7]=P[X=4]+P[X=5]+P[X=6]+P[X=7] ==
c. P[X<20uX>8]=P[X=1]+P[X=8]+P[X=9]+P[X=10]=—

[

[

=
'ﬂ

d PX=50uX>8]=P[X=5]= ilgs]p[xzi]:%

e. P[X>3eX<6]=P[X=4]+P[X=5=—=2
P[X<9eX26] _ P[6sX<9] _ Y7_44/10 _ 4
f. PIX<9lX>6]= P[x=6] P[x26] Y1 5/10 5




7.2 Modelo de Bernoulli [X~b(p)]

Diz-se que uma variavel X segue 0 modelo de Bernoulli se atribui 0 ou 1 a ocorréncia de fracasso ou sucesso,
respectivamente. Com p representando a probabilidade de sucesso, 0 < p <1, sua funcdo discreta de
probabilidade é dada por:

P(X = k) = p*¥(1 — p)* %,k = 0,1, ou ainda,
X ’ 0 1

p) [ 1-p P
A repeticdo de n ensaios de Bernoulli independentes da origem a mais importante variavel aleatéria discreta,

denominada modelo Binomial.

Exemplo 5. Sabe-se que a ocorréncia de pecas com algum tipo de imperfeicdo em uma linha de producéo é de
10%. Escolhem-se trés pegas, ao acaso, e deseja-se verificar o nimero de pecas defeituosas nesse grupo,
evento que serd representado por D. Construa uma arvore de probabilidades que contemple todas as
possibilidades essa averiguagao.

D 10%
D 10% <
Defeituosa DC 90%
i D° 90%)
10% D 10%
DC90% <
DC€ 90%

<
D 10%)

Arvore de
probabilidades

D 10%

B

<
DC

Evento Probabilidade
DDD (0,1)°
DDD® (0,9) (0,1)°
DDD (0,9) (0,1)°
D°DD (0,9) (0,1)°

DD® D¢ (0,9)? (0,1)
D¢ DD® (0,9)* (0,1)
D® DD (0,9)* (0,1)
D°D“D® (0,9)°

o| r| k| k| M N N W] X

rE@



A tabela anterior permite concluir que a ocorréncia de n ensaios independentes de Bernoulli e todos com
mesma probabilidade de sucesso p é representada pela fungdo de probabilidade dada por: P[X = k] =
(Z)pk(l — p)"‘k, k=0,1,2,3,...,n. No caso do exemplo, pode-se representar a variavel X: Nimero

de pecas que apresentam algum tipo de imperfeicdo a funcdo de probabilidade sera dada por:

X 0 1 2 3
P | (0,9)° | 3(0,9)%(0,1) | 3(0,9)(0,2)* | (0,1)°

Ou ainda, P{X = k} = (3)0,1¥(1 - 0,1)*>%,k = 0,1,2,3

Onde:
k=0; P{X = 0} = (3)(0,1)°(1 — 0,1)37° = (0,9)*
k=1; P{X = 1} = (3)(0,1)*(1 — 0,1)>"* = 3(0,9)%(0,1)
k=2; P{X =2} = ()(0,1)*(1 — 0,1)>7% = 3(0,9)(0,1)?
k=3; P{X =3} = (3)(0,1)*(1 — 0,1)37% = (0,1)*

7.3 Modelo Binomial [X~B(n, p)]

Considere a repeticdo de n ensaios de Bernoulli independentes e todos com a mesma probabilidade de sucesso
p. A variavel que conta o nimero total de sucessos é denominada Binomial com parametros n e p e sua fungéo
de probabilidade é dada por:

PX =k) = (Z) p1-p)" k=012 ,ne (Z) - k!(:ik)!

Exemplo 6: Sabe-se, que na maioria das selecOes de estagio, a exigéncia pela fluéncia em outro idioma é fator
requerido e diferencial para o profissional candidato. Por experiéncia verificou-se que apenas 5% dos
candidatos que buscam vagas de estagio em grandes empresas tém a fluéncia em outro idioma. Uma empresa

seleciona ao acaso 15 candidatos para sua selecdo de estagio e deseja-se verificar qual a probabilidade de

/( J
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nenhum deles apresentar fluéncia em outro idioma. E, qual a probabilidade de todos os candidatos serem

fluentes em outro idioma?

Solugdo. Suponha que temos 15 ensaios de Bernoulli independentes, dos quais a probabilidade de sucesso, ou
seja, a probabilidade de ser fluente em outro idioma é dada por 0,05, logo temos um modelo de probabilidade

gue representa bem esses eventos dado por:

P{X =k} = (1,(5)(0,05)"(1 —0,05)7% k =0,...,15, isto é, para a ocorréncia de pessoas que sio fluentes

em outro idioma, a probabilidade de sucesso é 0,05.

Por outro lado, se o desejo € saber qual a possibilidade de ocorréncia de pessoas que ndo séo fluentes em outro
idioma, a probabilidade de sucesso é 0,95 e 0 modelo de probabilidade sera:

P{Y =k} = (3°)(0,95)(1 — 0,95)*57% k = 0, ...,15. {A mudanca de variavel é feita apenas para nio

ocorrer confusdo entre aptos e ndo aptos}.

Logo, a probabilidade de nenhum dos candidatos serem fluentes em outro idioma é igual a
P{X = 0} = ()(0,05)*(1 — 0,05)'57° = (0,95)'° = 0,4633 e a probabilidade de todos serem fluentes ¢
(0,05)"= 0. Dai pode-se concluir que a possibilidade nfo haver pessoas fluentes em outro idioma é de 46,33%
porém com a possibilidade de 53,77% de haver ao menos um candidato com as caracteristicas desejadas. De
outra maneira, € improvavel que todos os candidatos tenham fluéncia em outro idioma afinal a probabilidade

de todos serem fluentes é nula.

7.4 Modelo Geométrico [X~G(p)]

Diz-se que uma varidvel aleatoria X tem distribuicdo Geométrica de pardmetro p, se sua funcdo de

probabilidade tem a forma:
P(X=k)=p*(1-p),0<p<1lek=0,12,..

Exemplo 7. Uma linha de producdo esta sendo analisada para efeito de controle de qualidade das pegas
produzidas. Tendo em vista o alto padrdo requerido, a produgdo é interrompida para regulagem toda vez que
uma peca defeituosa é observada. Se 0,01 é a probabilidade da peca ser defeituosa, deseja-se verificar o

comportamento da variavel quantidade de pecas boas produzidas antes da 12 defeituosa.

Assim temos, P(Q = k) = (0,01)(0,99)* e seu grafico dado pela Figura 7




Figura 7 Grafico do modelo Geométrico de parametro p=0,01

O gréfico permite concluir que a probabilidade reduz a valores pequenos para os maiores valores de k. Em

tese, a producdo nunca seria interrompida se ndo houvesse o aparecimento de uma peca defeituosa.

7.5 Modelo de Poissont 8x 01 j 1 QY

Uma variavel aleatéria X tem distribuigdo de Poisson com pardmetro A>0, se sua fung¢do de probabilidade é

k
2 k=012
k!

e

dada por: P(X =k) =

Com parametro A sendo usualmente referido como a taxa de ocorréncia.

Observacao: O modelo de Poisson é usado com freqliéncia em experimentos fisicos e biolégicos e, no caso, A

é a frequiéncia média ou esperada de ocorréncias num intervalo de tempo.

Uma das aplicagBes interessantes e que prestam bons resultados pelo uso do modelo de Poisson é a
observacdo de eventos que ocorrem segundo uma taxa de freqiiéncia. Sempre que houver possibilidade de
tratar um evento que ocorre segundo um valor médio, ou valor médio esperado, entdo, pode-se tentar aplicar o

modelo de Poisson.

Exemplo 8. Engenheiros da companhia telefonica estudam se o modelo de Poisson pode ser ajustado ao

ndmero N de chamadas interestaduais que chegam, por hora, a uma central telefonica, durante o periodo .7
N

noturno. Os dados coletados, referentes a 650 periodos de uma hora, estdo apresentados a seguir: {b
|



Chamadas 0] 1 2 3 4 5 6 7 | =8
Freqliéncia observada | 9 | 38 | 71 | 115 | 125 | 106 | 79 | 50 | 57

Da tabela, tem-se que, por exemplo, em 125 periodos de uma hora ocorreram 4 chamadas. Os engenheiros

sugerem uma taxa de ocorréncia de 4,5 chamadas por hora no periodo estudado. Seguindo o modelo indicado,
a freqUiéncia esperada de ocorréncias com k chamadas é obtida multiplicando 650 (o total de observacdes) pela
probabilidade de k chamadas. Assim, para k =2, tem-se

e 454,52
2!

Freqliéncia esperada para 2 chamadas = 650 * P(N = 2) = 650 * = 73,13. Logo, pode-se

construir essa tabela de comparacdo de resultados observados e esperados.

Chamadas 0 1 2 3 4 5 6 7 >8
Freqliéncia observada | 9 38 71 115 125 106 79 50 57
Esperada 7,22 | 32,50 | 73,13 | 109,66 | 123,37 | 111,02 | 83,27 | 53,56 | 56,36

O que permite concluir que as freqiéncias esperadas e observadas tém aderéncia e 0 modelo de Poisson
parece ser adequado. Tome cuidado para concluir a funcionalidade do modelo, mas ja tem um bom indicativo
de qual modelo é mais adequado para representar as chamadas da central telefonica.



8 Principais Modelos Continuos de probabilidade

Nesse momento do curso de Estatistica serdo utilizadas algumas técnicas estatisticas para o estudo de fungdes

continuas de probabilidade.

Sabe-se que uma variavel sera conhecida por varidvel aleatoria continua se existir uma fungédo f(x),
conhecida por fungdo continua de probabilidade ou funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) e, se, as

condicdes a seguir sdo obedecidas:

1. f(x)=0; Vx € (—o0, +x)

2. Aareasob f(x) é igual a 1, ou seja, f:';o fx)dx =1

Além disso, P[a < X < b] = Areasob f(x) = f;f(x)dx.

Obs.: Para qualquer intervalo [a,b], [a,b), (a,b], (a,b), onde a<b, tem-se:

Pla<X<bl=Pla<X<b]=Pla<X<b]=Pla<X<b]

5

A érea tracejada em vermelho sera a
probabilidade de x pertencer ao

3 & 3
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intervalo [8000, 9000]. E, isso ocorreré
para todas as funcdes continuas! E
claro, que se a funcdo obedecer as
propriedades de uma f.d.p.

8.1 Modelo Uniforme Continuo

nnnnn

Uma variavel aleatoria X, terd f.d.p. Uniforme Continua, se, e somente se, f(x) assume um Unico valor

constante.

Isto €, a variavel aleatdria X terd sua densidade dada por:

Sua média e variancia serdo dadas por: E[X] = asz e Var[X]

f(x)zb_a,a<b

_ (b-a)?
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8.2 Modelo Exponencial

Uma variavel aleatoria X, que assume todos os valores ndo negativos, terd uma distribuicdo exponencial com

parametro a >0, se sua f.d.p. for dada por:

re ={

ae % x>0
0, caso contrario

e

X sex =0

] e =|

0, caso contrario

o so0 1000 1800 z000 2500 2000 3500 000 as00 so00 500

Uma das aplicacdes mais importantes do modelo exponencial é proposta sobre os problemas de filas de
espera. Assim, pode-se aplicar esse modelo a tempo de operagdo de equipamentos, vida Util de equipamentos,

atendimentos em pracas de pedagio, caixas eletrénicos, atendimentos de servigos publicos.

Para a distribuicdo exponencial tem-se que:

//7 e (:1



Exemplo: O prazo de opera¢do medido em horas de uma maquina de embalagem de frascos sem interrupcdes
para manutencdo tem distribui¢do exponencial com média de duas horas. Qual a probabilidade desta maquina

conseguir operar mais de uma hora sem interrupgéo?

8.3 Modelo Normal

Uma variével aleatdria X seguird o modelo Normal se, e somente se, existe uma funcéo f(x) tal que:

X—H

. )
f(x)—ﬁe Vo), -0 <x < 400
Essa funcéo é também conhecida como Gaussiana. E, possui trés propriedades elementares:

A funcéo f(x) apresenta simetria em torno de .
1

o2t
c. Quando os valores de x tendem para o valor infinito positivo (ou negativo), a funcdo f(x) tende a

ZERO. Isto é, f(x) - 0,quando x — Foo.

O valor maximo que a fungdo assume ocorre quando x=p e f(x) =

M = 5000

Além disso, o célculo de probabilidades para 0 modelo Normal depende da tabela de probabilidades
da Distribuicdo Normal padrdo.

~ -z s - -y X— , - ,
Uma transformacdo da variavel aleatdria X pela variavel Z = Tﬂ é utilizada nessa tabela. Dai, as

propriedades de média e variancia da variavel aleatoria X passam a ser tratadas pelos valores da variavel Z
(Normal Padréo) e sdo dadas por: yu; = 0 e ;% =




Logo, todas as variaveis que seguem o modelo Normal podem ser escritas e devem ser transformadas
na varidvel Normal Padrdo para facilitar o célculo de probabilidades através da tabela ja com valores de Z
dentro do intervalo [-4, 4].

Essa nova variavel Z apresenta as mesmas propriedades da variavel X, agora com valor de simetria
em torno de Z=0. Ou seja, 50% da distribui¢do sdo valores menores do que zero, assim como para os valores
maiores do que zero esta a outra metade da distribuicéo.

Exemplo: A varidvel aleatéria X tem distribui¢do normal com pardmetros u=40 e¢ 6=10. Qual a
probabilidade de um valor de X ser menor ou igual a 52,4?

52,4-40
10

PMSS%HzPP:%#S
Normal Padrdo.]

] = P[Z < 1,24] = 0.8925 [Resultado obtido da tabela da

Observagdo: A tabela Normal Padrdo representada pelos valores de da variavel Z, apresenta para
cada valor de z, um @(z) = P[Z < z].

Além disso, P[Z > z] =1 - P[Z < z] =1 — ®(2) = P[Z < —z] = &(—2)




9 Inferéncia Estatistica

Nesse momento do curso de estatistica as aplicagdes dos conhecimentos adquiridos em temas
anteriores serdo exigidas e apreciadas pelos nobres alunos. Estudaremos como se comportam as
variaveis aleatorias (discretas ou continuas) quando expostas a ocorréncia simultanea e/ou
independente de outras variaveis aleatdrias, bem como, outras metodologias em que podem ser

aplicados os conhecimentos adquiridos.

Além disso, é necessario entender que a maioria dos procedimentos em que se tomam as
medidas e metodologias estatisticas para explicar informacdes aos departamentos de qualidade das
empresas, aos orgaos de defesa do consumidor, aos sistemas de avaliacdo de satisfacdo do cliente, é
determinada (em grande parte) por varidaveis que associam diferentes varidveis aleatorias
independentes e dependem de metodologias essenciais para a andlise estatistica, em geral,

procedimentos de amostragem.

Os procedimentos de amostragem tornam-se necessarios, diante da complexidade de véarios
sistemas (maquinas, procedimentos, impossibilidades fisicas de ambiente), da natureza dos
problemas (metodologias de producdo, sistemas de leitura, medicdo e interpretacdo), dos custos
envolvidos, da necessidade de planejamento, exigéncia de demanda (cliente, localizacéo,
comportamento, costumes), atuacdo de operadores na interpretacdo de resultados, compreensédo de
procedimentos, treinamentos adequados e regulares, atualizacdes periodicas do conhecimento. Uma
vantagem evidente é a de que esse procedimento pode minimizar a necessidade de avaliar todo o

espago amostral de possibilidades de um evento qualquer.

0 Estatistica Descritiva e Probabilidades
(] Amostra
®

Inferéncia Estatistica

S
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9.1 Distribui¢coes amostrais

Para iniciar o estudo de distribuicdes amostrais devemos afirmar que a média amostral X de um dado
experimento serd o objeto de estudo. Isso porque a maior parte dos problemas envolvidos trata da
determinacdo ou estimacdo de valores de médias (vida média de lampadas, expectativa de vida,
médias de atendimentos em filas, previsdo de tempo de espera). Com isso, avaliar uma amostra para
explicar o que ocorre com a populacdo ou ao menos estimar o que pode ocorrer com a referida

populacéo.

Diremos que a média amostral X serd composta de uma seqiéncia de variaveis aleatorias

independentes das quais afirmamos que:

Sejam X;, X5, X5,..,X,vari §veis aleat-rias independ®@tast es,
= nL X ~ = . ia , 2

que: X = %l entdo o valor esperado de X sera ugy = u e sua variancia sera dada por g%z = % A

essas estatisticas® acrescenta-se o desvio padrdo amostral ou erro padrdo de X dado por oz = %

onde n é o tamanho da amostra.

Observe que a afirmacdo anterior ndo determina a distribuicdo de probabilidade das variaveis
Xi e isso permite o leitor concluir que podemos tratar diferentes eventos com a mesma ferramenta de
estimacao.
Observacio: A forma da distribuicdo da variavel aleatdria X sera dita normal com média p e

2
variancia g2y = % se a forma da distribuicao da populacéo for conhecida e normal.

9.2 Teorema central do limite

Se a forma da distribuicdo de uma populacdo ndo for normal (qualquer forma de distribui¢do de
probabilidade), assim que, o tamanho da amostra for suficientemente grande’, isto é, com tendéncia

ao infinito, entdo a média amostral X se apresentara como uma distribuicdo normal com média e

_ 2
variancia conhecida, ou seja, X~N (u, %).

® Estatistica ¢ uma medida numérica que descreve uma amostra. Ab}
Parametro € uma medida numérica que descreve uma populagdo. =
" Para amostras com pelo menos 30 valores; se a distribuicdo for simétrica é suficiente se n estiver entre 15 e 25 valores.



Observacéo: Ha casos em que a populacéo é muito maior que o tamanho da amostra escolhida, isto
é, se for menor do que 5% do tamanho da populacéo teremos que inserir um fator de correcao para

o0 desvio padrdo amostral, que sera:

— [_N_l , onde N é o tamanho da populagéo e n € o tamanho da amostra.

N—-n . .
Sugestdo: Calcule o valor do fator de corregéo ﬁ] para o desvio padrdo amostral para valores

de n=5, 10, 20, 25, 50, 100, 150, 200, 400, 500 e N = 2.000.

9.3 Intervalo de confianc¢a para estimar a média, a variancia e o tamanho da
amostra

Podemos identificar entre as técnicas estatisticas estudadas, estimativas pontuais, que definem a
média e a variancia de uma populacdo. Além disso, ha a técnica de construcdo de um intervalo de
valores em torno de um grau de confianga y. Contudo, ha para um grau de confianga y que:

E N (0,1) e para 0<y<I, podemos encontrar um valor z,, tal que

Z

7 =

]P(|Z| <ZK)=IP)(—Zz<Z<ZK) =y
2 2 2

Desse resultado, temos:

< zy &

a
2 2 2 n 2

o <% o 7 o N < —X + o
—Zy — — UK Zy*—= — A —Zyx—< —U — Zy * —

\/ﬁ 2 Jn 2 Vn 2 Vn
— o —
X+ g\/—Z>M>X—Zg \/—_OuseJaX ZV*\/—_<,LL< X+Z§*\/—_
Assim, I. %] = [X —Zy*—; X + Zy x—]8

ssim, 1.C. [, y%] = [X — Zy * = r*

® Intervalo de confianga para a média p com grau de confianga vy. {5



/ v/2 | y/2 \

+z

N
-
N
o

v/2

LC.Ipy% = [p—Zy* [P o+ zy  [PED)
2

n 2 n

19 (otimista)

1.C.[p,y%] = [P — Zy * ﬁ(l_ﬁ); P+ Zy * ﬁ(ln_ﬁ)] (conservador)
2

9.4 Testes de Hipoteses

Os estudos de testes de hipoteses estdo associados a critérios de aceitagdo ou rejeicdo de hipdteses iniciais.
Dai pode-se concluir que um erro sera cometido quando:

Erro Tipo I: Rejeita-se uma hip6tese inicial (Hipotese Nula — Hy) quando a Hy é verdadeira.

ii. Erro Tipo I1: N&o se rejeita a Hy quando ela deveria ser rejeitada.

Situacao
Ho verdadeira Ho Falsa
= Rejeitar Ho ERRO TIPO I SEM ERRO
2
(&)
a N&o rejeitar Ho SEM ERRO ERRO TIPO Il

Figura 8 Erro do tipo | e Erro do tipo Il

Um objetivo importante do teste de hipdtese é o fato de poder estudar a probabilidade de cometer os erros do
Tipo | ou Tipo 1, a esses erros associa-se:

a = P(Erro Tipo I) = P(Rejeitar Hy|H, verdadeira)

" ~ # teristi identificad
® Intervalo de confianca para a proporcio p com grau de confianca y. Onde p = Scaracteristica a ser dentificada

#total de elementos da amostra

)

=
S

(cC
=



B = P(Erro Tipo II) = P(Aceitar Hy|H, falsa)
Exemplo:

Considere que o consumo médio de gasolina em um tipo de automovel seja de 15 km/L, segundo informagdes
da montadora. Uma revista especializada verificou o consumo em 25 desses veiculos, escolhidos ao acaso, e
constatou consumo médio de 14,3 km/L. Assume-se também que o consumo siga 0 modelo Normal com

variancia igual a 9 (km/L)>.

Para essa situagdo ha que se dedicar sobre a verificagdo se os automdveis estudados possuem consumos

inferiores ao especificado pela montadora.

Logo, deseja-se verificar se a informacdo da montadora é verdadeira. Ou seja, se 0 consumo médio dos
automoveis fabricados é de 15 km/L. Para a amostra retirada pode-se afirmar que o consumo médio dos

automoveis segue 0 modelo Normal(p, 9/25).

Além disso, deseja-se também a determinacdo de um valor x¢ (valor critico), tal que, se a média do
consumo for superior a Xc entdo a informacdo da montadora esta correta, se for inferior, a informagdo da

montadora estara equivocada.
Logo, as hipoteses denotadas por Hy e Hy, hip6tese nula e hip6tese alternativa, respectivamente. Entéo,
Ho: O consumo médio dos automéveis é igual a 15 km/L
H;: O consumo médio dos automoveis é inferior a 15 km/L

Se o tratamento das hipdteses é sobre o fato da informacdo da montadora, pode-se dizer que o teste é

unilateral, ou seja, Ho: u=15 versus Hy: u<15.

Nesse problema, os erros cometidos podem apresentar:
, . > km
a = P(Erro Tipo I) = P(concluir que X < 15 I quando na verdade ndo é)

_ km
B = P(Erro Tipo II) = P(concluir que X = 15 T quando na verdade ndo é)

A situacdo ideal é tal que ambas as probabilidades anteriores sdo proximas de zero. Porém, sempre que se
reduz a probabilidade de ocorréncia do Erro do tipo I, aumenta-se a probabilidade de ocorréncia do Erro do
tipo 11.

Supondo que a seja um valor conhecido logo temos:

a = Plerro Tipo I] = P[rejeitar Hy|Hyé verdadeira] = P[X < x.|u = 15]

W



X-u _ xc.-15 . 3
=P <F—|=P[Z< z.],assimx, =15+ z,—.
[a/ﬁ B/M] [ c] c €25

3

Se a= 0,05 temos, z; = - 1,64 entdo: x. = 15 — 1,64 * =

Ho e conclui-se que a informagéo do fabricante é correta.

14,016. Dessa forma, se X < 14,016; rejeita-se

Bl

U
—/
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